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Die vorliegende Arbeit stelle sich zur Aufgabc, cinige Fragen zur Approxima­
tion von Funktionen in Orlicz-R~iumen ZLI behandeln. Diese Klasse von Funk­
[ionenraumen bietet sich wegen ihrer Vielfalt an und ihre maf3theoretische
Strllktur erlaubt die Ubertragung einiger klassiseher S~itze del' Approximations­
theorie in L". Manehe der Beweise seheinen sogar cinfacher zu werden. Naeh
einer kurzen ZlIsammenstellllng einiger Eigenschaften von YOllngsehen Funk­
tioncn und Orlicz-Riiumen werden in ~ I mit Hilfe der allgemeinen Approximations­
theoric in normicrten Rliumen und dcr Struklmtheoric del' Orlicz-Riiumc
Existenz, Eindclltigkeit und Charakterisierung del' besten Approximation
ulltcrsueht. Danach werden Fragen behandclt, die bei del' endlichdimellsionalen
Approximation stetiger Funktionen bcziiglieh del' Luxemburg-Norm in Orliu·­
R~illmen auftreten: Das NujJstellenverhalten der Fehlerfllnktion wird in ~2

ullter versehiedenen Voraussetzungcn an die den OrJiez-Raum dcfinierende
YOllngsche Funktion studiert. Dadurch wird das lInterschiedliehe Verhalten
von L , und L" (p 1) in diesel' Frage in einem neuen Licht erseheinen. Die
SlHze tiber das Nullstellenverhalten fiihren Zll einer Verallgemeinerung dcs
Jacksonschen Eindeutigkeitssatzes del' bestcn L,-Approximation bezUglich
Haarseher Teilrllume. Den Abschlul3 bildet cinc AbschiitLLlng des n-ten Fehlers
mittels eines vcrallgemeinerten Satzes von Bernstein und eine numerische Methode
zur Berechnung del' besten L P-Approxirnation. An anderer Stelle (s. [1]) wlIrde
del' Zusammenhang del' Cebyscw-Approximalion und del' LP-Approximatioll
mittels des Polyaalgorithmus besehrieben.

Zurn Studium del' Approxirnationsthcorie in Orliez-·Rllumen wlIrde ieh von
K. Urbanik angeregt. J. Wloka und K. Floret haben die Entstehung diesel'
Arbeit dureh wertvolle Hinweise gefordert. Ihnen allen gilt mein Dank.

ORLICZRAUME

Eine nicht identisch verschwindende, symmetrische, konvexe Funktion if>

von R in R U {ooi mit <1'>(0) = 0 hei13t Yount;sche Funktion. (Der Fall

<1'>( ) _ (0 rur s = 0
s I 00 fUr s =!= 0

sei ausgeschlossen).
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70 KOSMOL

Mit cJ; is auch die Funktion

per) =c sup(! r! . S cJ;(s»
s:>,o

eine Youngsche Funktion. W und 'P werden zueinander komplementar
genannt.

Aus (I) folgt die Youngsche Ungleichung

.I' • r W(s) + Per). (2)

Hierbei gilt die Gleichheit genau dann, wenn .I' = P'(r) oder r-- W'(s)
ist. cJ;' und P' bedeuten fUr .I' 0 die rechtsseitigen Ableitungen von Wund
P, die immer existieren und nichtabnehmende, rechtsseitig stetige Funktionen
sind; gilt dabei fUr s > 0 limr~s+ W(r) = 00, so setzt man W'(s) = 00. FUr
s < 0 wird W'(s) = -W'(-.I') (bzw. P'(s) ~= -P'(-s» gesetzt. Es gilt

'lsi
W(s) = J W'(r) dr.

'0

Umgekehrt, jede nichtabnehmende, nichtnegative Funktion pes) (nicht
identisch Null) definiert durch

rf>(s) = 1"'1 per) dr
'0

(3)

eine Youngsche Funktion.
Sind cJ;' und P' stetig, so sind W' und P', im gewohnlichen Sinne, zuein­

ander inverse Funktionen (s. [14, S. 76])

1st W endlich, so ist W stetig (s. [IS, S. 68])

fm weiteren wollen wir folgende Terminologie benutzen:
cJ; heiJ3t im erweitertell Sillne stetig, wenn W(s) stetig ist fUr

(4)

i st.

i .I' I < So -= sup r
<P(r) < x'

und lim cJ;(s) =c 00
Is:--.>So -

(5)

Bemerkung. FUr jede Youngsche Funktion cJ; gilt lim'~L W(s) = X), so
daB aIle stetigen (das sind also genau die endlichwertigen) Youngschen
Funktionen auch im erweiterten Sinne stetig sind.

cJ; heiJ3t definit, wenn

(6)
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Eine Youngsche Funktion (j) erfUlIt die Ll,cBedingung, wenn eine Konstante
k :: 0 existiert so daB

(j)(2s) k(j)(s) fUr aile s 0 (7)

gilt; insbesondere sind solche (j) auch endlich.
Aquivalent dazu ist, daB es zu jeder Zahll ein k(l) 0 gibt, so daB

(j)(ls) k (/) f1>(s) fUr aile s O.

Wir kommen nun zur Definition eines Orliczraumes. Seien (j) eine
Youngsche Funktion und (T, L, fL) ein MaBraum mit der "finite subset
property" = (F.S.P), d.h. jede Menge mit positivem MaB hat eine Teilmenge
von endlichem positivem MaG.

FUr meJ3bare Funktionen x auf T definieren wir (die Orlicz-Norm)

il x 1:(1' = sup 1/. r i x . y i dfL : Y meG bar und r P( y) dfL <= I} (8)
-T ·T

und (die Luxemburg-Norm)

I x 1:(<1') -~, inf )c-1
: r f1>(cx) dfL

• T
I, c (9)

Der Orliczraul11 U'(fL) ist nun die Menge aller mef3baren Funktionen auf T,
fUr die Ii x 11<1> < 00 ist

Die Funktionale ',i' 11<1> und Ii . li(<1» definieren aquivalente Normen auf
U'(fL), und es ist

Mit diesen Normen ist U'(fL) ein Banachraum.
Weiter seien

[<1>(fL) = )x E ['J'(fl)): IT f1>(x) dfL < ool,
M<1>(fL) = jx E L<1>(fL) : t tP(kx) dfL < 00 fi.ir aile k > o(

und

( [0)

9JI<1>(fL) der von den Treppenfunktionen aus U'(fL) aufgespannte
abgeschlossene Tei[raum von U'(fL)· (11)

Es gilt M<1> c:: 9RtP. 1st tP stetig, dann gilt sagar MtP = 9JltP. Erfiillt tP auJ3erdem
die L1 2-Bedingung (7), dann ist

(12)

(s. [8, S. 555-557]).
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Sind ep und ljI komplementare Youngsehe Funktionen, so gilt fur aile
Paare von Funktionen x E L'P und y E L'l' die HOldersche Ungleichung

ir .\" .Y dfL I
!. T i

x ( 13)

Somit definiert jede Funktion y LV dureh

ein stetiges lineares Funktional auf L'!J. Aus der Youngschen Ungleichung (2)

kann man

Y 'I' 2 if

folgern (s. [4, S. 124]).
Folglich laGt sich U 1 als ein vollstandiger linearer TeilraUtn von (L'IJ)*

betrachten, der jedoch verschieden von (L'lJ)* sein kann.

(a) 1st fh ein a-endliches, nieht-endliches und nicht-atomarcs MaG, dann ist
Lg, =c (L'!')* (topologische Isomorphie) genau dann, \Venn ep die Ll~­

Bedingung erfi.illt.

(b) 1st fh hingegen ein endliches nicht-atomares MaG, dann ist U' (1. ~').<

(topologisehe Isomorphie) genau dann, wenn die folgende abgesehwaehte
Ll 2-Bedingung erfi.illt ist: Es existieren so: 0 und k 0, so daB

ep (2s)

gilt
(s. [6, S. 1468], [4, S. 130]).

fur s So und (14)

I. EXISTENZ, EINDEUTIGKElT UND DIE CHARAKTERISIERUNG DER BESTEN

ApPROXIMATION TN ORLlCZRii.UME~

SATZ I. Sei L!P(fh) ein Orliczraum (fh mil FSP). Dann sind b::gl. der

Luxemburg-Norm folgende Aussagen aquivalent.

(a) Alle abgeschlossenen Teilraume von L'!J(fh) sind proximinal.

(b) Alle abgeschlossenen Teilraume von U'(fh) sind proximinal.

(e) ['1' = M<1J und L'F = M'F.

(d) ['1'(fh) ist reflexiv.

1st fh a-endlich und nicht-atomar, so ist fur iJ-( T) = 00 auch die folgende
Aussage zu (a)-(d) aquivalent:



APPROXIMATION IN ORLICZRAUMEN 73

(e') ep und P er!ullen die LJ 2-Bedinglll7g
und im Faile fl-(T) < 00

(e") ep und P erfullen die abgeschwachte LJ 2-Bedingung (14).

Beweis. Die Aquivalenz von (c) und (d) hat Rao (s. [8, S. 568)) und
diejenige von (d) und (a) James (s. [9, S. 99)) bewiesen. Aus der Reflexivitat
des Orliczraumes folgt die Aquivalenz von (a) und (b). Ferner hat Milnes
(s. [6. S. 1468)) die .i\quivalenz von (d) und (e') bzw. (e") bewiesen. Q.E.D.

ZUSATZ. Seien fl- ein u-endliches und nicht-atomares MafJ und (p dcjinit.
Dalln sind j()/gcnde Aussagen iiquimlent:

(a) AIle Teilraume ron L'!'(fl-) sind semi-{ebysewsch.

(b) Die komplementiire Funktion P sowie deren Ableitung p' sind im
enreiterten SiJ1ne stetig.

Beweis. Nach Milnes und Rao (s. [7, S. 682)) ist (b) genau dann erfLillt,
wenn L eto(,u) strikt konvcx ist. Ein normierter Raum ist jedoch strikt konvex
genau dann (s. [9, S.IIO)), wenn aile Teilraume semi-cebysewsch simd.

Bemerkung. Aus der strikten KonvexiHit der Youngschen Funktian
folgt die strikte Konvexitat von U'(fl-) fUr beliebige fl- mit F.S.P. (5. [7, S. 681 J).

1m weiteren werden wir folgende Charakterisierung der besten Approxi­
mation benutzen.

SATZ 2. Seien c]J und c]J' stetig, Vein Teilrawn von 9Jleto(fl-) (fl- mit F.S.P.)
und XII E ~m,p(fl-)\ v. Es ist I'll EO Pv(xlI ) (bzgl. der Luxemburg-Norm) genau dann,
wenn

fur aile v E V.

Beweis. Nach Raa (s. [7, S.674]) ist die Luxemburg~Norm il . li(<I» im
Punkt XII - 1'0 schwach differenzierbar, und fUr die schwache Ableitung gilt

Nach dem Satz von Mazur ist xo-vo ein Flachpunkt und die zugehorige
Stiitzhyperebene wird durch das Gateaux-Differential dargestellt, so daB
nach I. Singer (s. [9, S. 23]) die Behauptung falgt. Q.E.D.
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BEMERKUNG 1st c[) stetig, dann ist die komplementare Funktion 0/ genau
dann stetig, tvenn

lim c[)'(s) Yo.
I' "I.

BCH'cis. 1st lim"_'<L c[)'(s)
darstellung fLir c[)

, <: 'i-e dann folgt fUr s 0 aus der IntegraI-

also fLir r -> ex

I r . s c[)(s) I' S -- _, . s.

o/(r) =cc sup I r i . s- c[)(s)) =c %.
,.0

1st lim, " c[)'(s) = 00, dann gibt es zu jedem I' 0 sein So mit c[)'(so) r.
So ist fUr s -> So

rs - rc[)'(t)dt= rso f- r(s - ,1 0 ) -- (" c[)'(t)dt - I"~ c[)'(t)dt
~'o L 0 • "0

also

Naeh (4) is 0/(1') stetig.

0/(1') <: % fur a1Je I' o.

Q.E.D.

Somit definiert die ]ntegraldarstellung (3) fur jede nieht-negative, nicht­
abnehmende, besehriinkte Funktion peine stetige Youngsche Funktion (P.
deren komplementiire Funktion 0/ unstetig ist.

2. DAS NULLSTELLENVERHALTEN DER FEHLERFUNKTJON BEl

ENDLlCHDlMENSIONALER ApPROXIMATION DER STETIGEN FUNKTIONEN IN

ORLlCZRAUMEN

]01 weiteren sei /L ein Lebesgue-Stieltjes Ma/3, das durch eine streng
wachsende und beschriinkte Funktion auf [a, b] bestimmt ist. Da aus der
gleichmal3igen Konvergenz auf [a, b] die L'1'(/L)-Konvergenz folgt, gilt

C[a, b] C 9Jl<1>(,u) C L<1>(,u).

Fur die sup-Norm werden wir die Bezeichnung . j,. benutzen.

LEMMA 1. Sei c[) eine stetige Youngsche Funktion,

und o.
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, ( x )I 1J -II-I'-- dfL = l.
• T i x 1(1')

75

Beweis. Da 1J stetig, gilt 9Jl1' = M'!'.
Durch Betrachtung der stetigen Funktion k --+ fT 1J(xjk) erhalt man damit

das gewtinschte Ergebnis. Q.E.D.

Insbesondere wird also das Infimum in der Definition der Luxemburg­
Norm angenommen.

SATZ 3. Seien <P und <P' stetig, Vein n-dimensionaler Haarscher Teilraum
von era, b], x E C[a, b]\ V C L1'(fL) und 1'0 E Pv(x) (bezuglich der Luxemburg­
Norm in U'(fL)). Dann hat x - Vo im lntercall [a, b] mindestens n Nullstellen
mit Vorzeichenwechsel.

Beweis. Nach Satz 2 ist Vo E Pv(x) (beztiglich der Luxemburg-Norm)
genau dann, wenn

,b ( X - V )

J v<P' . 0 dfL =, 0
a ,I X - Vo II

fUr aBe v E V

gilt.
Nehmen wir an, daB x - Vo nur an k < n Stellen im Intervall [a, b] das

Vorzeichen wechselt.
Dann kann man (s. [13, S. 64]) 0 '1. ~'r E V tinden, so daB fUr aBe t E [a, b]

VI(t) sign(x(t) - vo(t)) ? 0

ist. Da aber

x - Co ~ 0 d m' ( X- Co ) .~L 0 ( '1 fb m ( X - Do ) d 1 . )un '!' I" _ . 'I T= weI '!' II _, 'I p. c= 1st
I x ~o I a X Z;o Ii

gilt, erhalten wir (unter Beachtung der Voraussetzungen tiber fL)

r
b

m' ( X - Co ) d I'b . ( ) m' (! x - Vo I) d 0
~\'!' 'I' - '1'1 fL ~= VI sIgn x - Vo '!' II _. II fL

• a I X ~o .. • a IX Co i

und damit einen Widerspruch. Q.E.D.

Der OrIiczraum L I erfUlIt die Voraussetzungen von Satz 3 nicht (weil die
rechtsseitige Ableitung <P' hier nicht stetig ist). Fur den Raum U gilt jedoch
nach Jackson eine Alternative (s. [2, S.326]), die durch den folgenden Satz
verallgemeinert wird. (Dabei sei bemerkt, daB es Funktionen <P gibt, die die
Voraussetzungen vom Satz 3, nicht aber die vom Satz 4 erfliIlen, z.B.
<P(s) = e Is I - I s I - 1.)
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SATZ 4. 5;eien r/J eine Youngsche Funktion. die die J~-Bedingung eljullt.
Co E Pdx) (be::iiglich del' Luxemburg, Norm) und I' ein n-dimensionaler
Haarscher Tei/rawn. Dann hat x - Co mindestens n Nullsrellenmit Vor::eichen-
wechseloder das Maj3 del' Menge del' Nullstellen I'On x CII is positic,

Bel1'eis (indirekt). Sei Z die Menge del' Nullstellen von x -, co' Hat
x - 1"0 nul' k Nullstellen mit Vorzeichenwechsel. etwa t l • te . ,. to (I. '. n), so
kann man (s. [13. S. 64]) ein 0 1'1 E V tinden. so daLl

sign h(t) ~- sign(x(t) --- ro(t)) fi.ir aile t [a. b] 7 (1)

gilt.
1st auch f-L(Z) = 0, so folgt aus del' Regularitat des MaBes IL. daB man zu

jedem E 0 eine offene Menge Be [a, b] mit f-L(B) E und 8:J Z tinden
kann. Sei B" C [a, b] eine offene Menge mit

und o IL(Bo) f-L([a. bJ).

Das Komplement Ao von Bo in [a, b] ist dann abgeschlossen. Seien

III min r1(t)i
leA

o und s= SUp l"j{l)
IEB'l

o.

Die Youngsche Funktion tP erfillit naeh Voraussetzung die Je-Bedingung,
man kann also eine Konstante k 0 tinden. so daG

tP (~s)'
\/11

ktP(s) fUr aIle s o (2)

gilt.
Nun wahlen wir ein 0 < E < f-L(Ao)/k und ferner eine offene Menge B1 ,

die in 80 enthalten ist und fUr die BIJ Z und f-L(BI ) E gilt. Sei A J das
Komplement von B1 in [a, b]. Aus del' Ll"-Bedingung folgt, daG (j) deflnit ist,
und so gilt wegen (2) fUr alle A ..... 0

( 111) 1- ("/II)f-L(Ao) . tP - ~= tP - ••
A •Au ,A

Filr ein genLigend kleines Ao > 0 ist

o < min i x(t) --~ l"o(t) .
(CAl

Es ist Co : = ! x -- 1'0 !1(<1» > 0, da andernfalls x E V und somit Z c= [a, bJ.
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Dann gilt, wegen (1), fUr t E A 1

(]> \~(JL=__1'o(t)- AO[1~I
Co ..

77

und flir t E B1

(]> ( AoL'1(t))).
Co '

Nach (3) und Lemma list dam it

JI> (]> ("' - ('0 - Aol'!l ..~. r (]> (X - l~:- AOI'1) + r (]> (:' - v~=~olil
". Co I -At (0 'B, (0

Lemma 1 wieder angewandL ergibt

Die Annahme, daB X - Fo weniger als n Nullstellen mit Vorzeichenwechsel
hat und p,(z) = 0 ist. flIhrt zum Widerspruch, weil 1'0 E Pv(x) vorausgesetzt
wurde. Q.E.D.

Verzichtet man noch auf die Ll 2-Bedingung, so erhiilt man im Faile der
Approximation mit Polynomen den folgenden

SATZ 5. Sei (]> definit und stetig, V der Raum der Polynome hochstens
(n - I)-ten Grades, und sei Co E Pv(x). (Luxemburg-Norm) Dann hat x - [0

mindestens n Nullstellen.
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Beweis. Angenommen x 1'0 hat nur /I Nullstellen. Seien
t J < t3 t" die Nullstellen, in denen x 1'0 das Yorzeiehen weehselt,
und sei N die Menge der restliehen Nullstellen von x- 1'0' Dann gibt es ein
Polynom l\(t) (1-1:)) n:'ol (f til (1: a) vom Grade /I -- I, das in
den Intervallen [t" t,-d seine Betragsmaxima nieht in den Punkten aus N
annimmt.

Man kann nun cine disjunkte Zerlegung von [a, b] in Intervalle A, und Bs

angeben derart, daB

(I)

(2)

(3)

1 As i 1 Bs I und As abgesehlossen

mintEA 1 1'1(t)1 = SUPIEB 1'1(t) 1, s

es existiert ein E > 0 mit

x(t) - vo(t) fUr aile t E UA, .

Sei c := II x - 1'0 11(<1» . Dann ist wie im Beweis von Satz 4

da (j) definit ist. Das ist ein Widersprueh zu 1'0 E P vex). Q.E.D.

3. EINE VERALLGEMEINERUNG EINES SATZES VON JACKSON AUF ORLICZRAUME

1m AnsehluB an Satz 1 hatten wir festgestellt, daB die besten Approxi­
mationen in einem Orliezraum L<P ((j) definit) genau dann fUr aile Teilriiume
eindeutig sind, falls IJI und IJI' im erweiterten Sinne stetig sind, Bedingungen,
die z.B. fUr L 1 nieht erfUllt sind. Hier gilt jedoeh die Eindeutigkeitsaussage
noeh fUr Haarsehe Teilriiume naeh einem Satz von Jackson (s. [2, S. 322;
und 1, S. 219]), der ein Spezialfall des folgenden Satzes ist (fL wie in §2):

SATZ 6. Seien (j) eine definite, stetige Youngsche Funktion, die die Ll 2­

Bedingung er[ll!!t oder deren rechtsseitige Ableitung (j)' stet(r.; ist, und
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V eill n-dimensionaler Haarscher Teilraum. Dann besitzt jede Funktion
x E era, b]\ V C U'(fL) eine eindeutig bestimmte, beste L'1'(fL)-Approximation
beziiglich V (in der Luxemburg-Norm).

Beweis. Habe x zwei beste Approximationen 1'1 und 1'2' dann ist
/'0 ~ (1/2)(/'1 + l'2) auch eine beste Approximation, d.h. es gilt

x - /'0

Nach Lemma 1 folgt

Aus

ep (X - too) = ep ( x - v1-+ X- V2) ~! <1> (X ~-=-.!i) ..L ! <1> (~C -- /'2)
Co ,2co 2 co" 2 Co'

folgt wegen (1) und den Voraussetzungen tiber fL

(2)

Nach den Satzen 3 und 4 hat X - Co mindestens n NullsteUen. <1> is definit,
also haben wegen (2) die Funktionen x - 1'1 , X - [:2 und somit auch 1'[ - 1'2

mindestens dieselben n Nullstellen. Da Vein Haarscher Teilraum ist, falgt

Q.E.D.

Bemerkullg. Statt in der Orlicz- oder Luxemburg-Norm ZUl approxi­
mieren, liegt es im Faile stetiger Youngscher Funktionen <1> nahe, Approxi­
mationen bzgl. des Modulars

M(x - y) = f ct>(x -- y) dfL

zu betrachten. Mit den hier verwendeten Methoden kann man die Satze 4
bis 6 (bei Satz 6 soil ct> die ..d 2-Bedingung erfLiUen) auf die modulare Approxi­
mation iibertragen. Jm Faile zweimal stetig differenzierbarer Youngscher
Funktionen (d.i. unabhangig von der ..d 2-Bedingung) haben Walsh und
Motzkin [12] verwandte Ergebnisse erhalten.

4. ABSCHATZUNG DES I1-TEN FEHLERS IN DER L<P(fL) ApPROXIMATION

Mit den Satzen tiber das Nullstellenverhalten der Fehlerfunktion la13t sich
die folgende Aussage beweisen, die im Faile U' gerade den bekannten
Bernsteinschen Satz (s. [5, S.77]) ergiibe (fL wie in §2).
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SATZ 7. Sei 1J eine stetige Youngsche Funktion. die definit oder deren
rechtsseitige Ableitung 1J' stetig ist. Die Funktionen x. J' E C[a, b) mugen in
[a. b) Ableitungen bis zur Ordnung (n J) besitzen. Fiir die (n I Hen
Ableitungen x('" 1) und y(/I ,II gelte

fur alle I [a. b].

Dann besteht die Ungleichung

wobei £;,<I»(z) = min p z -- p" den IHen FeMer der Approximation in
L"'(/L) (bezuglich der "Luxemburg-Norm) mit Polynomcn bis zum Grade n
bedeutet.

Fur U s. [I J, S. 477]).
Zum Beweis benotigen wir das

LEMMA 2. Die Funktionen x, y ICC C[a, b) :mugen in [a, b) Ableitungen bis
zur Ordnung (n 1) bcsitzen und fur die (n 1 I)-ten Ahleitungen X{iI ·11 und
y(U, 1) gelte

Dann besteht die Ungleichung

fiir alle t E [a, b]. (*)

f~ir alle t EO [a, bJ,

wobei ql-- x-· x" und q2 y-- y" die Reste der lnterpolationspol)'nome
X n und )'n zu x bzw. yfur dieselben Interpolationsknoten bedeuten.

Bnreis (nach Tsenov [1 J, S. 473]). Die Hilfsfunktion

) . I
,x.(t) - x,,(t.), .x·(s) -- .\·,,(s)

7(1' ~
-' - y(t) -- Yn(t), )'(s) -- YrJs)

hat in s ~= t ICC [a, b) und in den (n +- I) InterpoJationsknoten NuJlstellen.
Also findet man ein So E [a, b) in dem die (n 1)-te Ableitung

gleich Null ist, d.h.

und aus (*) folgt die Behauptung. Q.E.D.



APPROXIMATION IN ORLlCZRAUMEN 81

Bell'eis des Satzes. Es gibt Polynome Pl und P2 yom Grad n, so daB

x - Pl 1'(<1» .~~ £~,<P\x)

und

Ii \' ~- P 11( _.- £(<1»(. )'). "" 2 I ep) --- n •

Nach den Satzen 3 und 5 hat die Funktion

Y - P2

mindestens (n +- I) N ullstellen.
Wahlen wir aus diesen Nullstellen (n T I) als lnterpolationsknoten und

bezeichnen wir mit p das dazugehorige lnterpolationspolynom zu x, dann
ist nach dem Lemma 2

I x(t) - P(t)i fUr alle t E [a, b],

also auch wegen der Monotonie der Norm 'I . 11(<1»

Q.E.D.

So wie bei der Cebysew Approximation (s. [5, S. 78]) liefert jetzt der
Satz 7 eine Abschatzung des l1-ten Fehlers in der L<1>(fL) Approximation:

ZUSATZ. Seien ~ und fL wie im Satz 7. Besitzt die Funktion x im Intervall
[a. b] eine (11 ~ I )-te Ableitung x(n.;1), die entweder der Ungleichung

o ex X1n+lI(t) ,8 fur aile t E [a, b] (I)

oder der Ungleichung

o ex

genugt, dann ist

fiir aile t E [a, b] (2)

Gilt anstelle von (I) oder (2) nur die Ungleichung

I x ln rl)(t)1 Y,

so folgt
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Oer Beweis ergibt sich durch Anwendung von Satz 7 auf die Funktionen
x(t) und C(t" tl/(n I)!).

Beispiele

(I) Im FaIle L"2[a, b] (fL wie in §2) bestimmt das Schmidtsche Ortho­
normalisierungsverfahren aus den Polynomen ein orthonormiertes System
(eindeutig). Bezeichnen wir mit an, 1 den fiihrenden Koeffizienten (positiv
gesetzt) des Polynoms vom Grad (11 I), so ist

L-(2) ( 1>-' 1 ) I i
L n t = ian-J--l.

(2) Fur das Lebesgue-MaS und das Intervall [-I, + I] haben die Cebysew­
Polynome II. Art

unter allen Polynomen mit fiihrenden Koeffizienten III L1 den kleinsten
Abstand von Null. Es ist

(s. [10, S. 71]).
Zur Berechnung der besten L4>(fL)-Approximation p" = I:Lo aJi (C/J und et>'

stetig) von t"-;-1 mit Polynomen vom Grad n liefert der Satz 2 folgendes
Gleichungssystem

,,/1 rf'..' (I til 1 _ "" a.f i i) n)
'V '----__---.:£-==-)~-'O,----'_'----' sign (t U ' I --- L aJ' t i dfL

"a an -+- 1 i=",O

und

o (k = 0, 1....• 11)

AIIgemeiner: 1st et> und et>' stetig•.\' 1= 9Jl4>(/-<.) und Vein l1-dimensionaler
Teilraum von 9Jl<1>(fL) mit der Basis 1'1' 1'2 •...• /'" • dann kann nach Satz 2 und
Lemma 1 die beste U-'(fL)-A pproximation l' L:;~l ail'; von x bezuglich V
in der Luxemburg-Norm aus folgendem Gleichungssystem ermittelt werden:

(k = 1,2•...• n)

und

fUr LV (s. [13, S. 39]).
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