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Die vorliegende Arbeit stelle sich zur Aufgabe, einige Fragen zur Approxima-
tion von Funktionen in Orlicz-Riumen zu behandeln. Diese Klasse von Funk-
tionenrjumen bietet sich wegen ihrer Vielfalt an und ihre maBtheoretische
Struktur erlaubt die Ubertragung einiger klassischer Sitze der Approximations-
theorie in L, . Manche der Beweise scheinen sogar einfacher zu werden. Nach
einer kurzen Zusammenstellung ciniger Eigenschaften von Youngschen Funk-
tionen und Orlicz-Riaumen werden in§1 mit Hilfe der allgemeinen Approximations-
theorie in normierten Riumen und der Strukturtheorie der Orlicz-Riume
Existenz, Eindeutigkeit und Charakterisierung der besten Approximation
untersucht. Danach werden Fragen behandelt, die bei der endlichdimensionalen
Approximation stetiger Funktionen beziiglich der Luxemburg-Norm in Orlicz-
Riumen auftreten: Das Nullstellenverhaiten der Fehlerfunktion wird in §2
unter verschiedenen Voraussetzungen an die den Orlicz-Raum  definicrende
Youngsche Funktion studiert. Dadurch wird das unterschiedliche Verhalten
von L, und L, (p ~ 1) in dicser Frage in einem neuen Licht erscheinen. Dic
Sitze iber das Nullstellenverhalten fiihren zu einer Verallgemeinerung des
Jacksonschen Eindeutigkeitssatzes der besten L,-Approximation beziiglich
Haarscher Teilriume. Den Abschluld bildet eine Abschitzung des n-ten Fehlers
mittels eines verallgemeinerten Satzes von Bernstein und eine numerische Methode
zur Berechnung der besten L®-Approximation. An anderer Stelle (s. [3]) wurde
der Zusammenhang der CebySew-Approximation und der L®-Approximation
mittels des Polyaalgorithmus beschrieben.

Zum Studium der Approximationstheorie in Orlicz-Riumen wurde ich von
K. Urbanik angeregt. J. Wloka und K. Floret haben die Entstehung dieser
Arbeit durch wertvolle Hinweise gefordert. Thnen allen gilt mein Dank.

ORLICZRAUME

Eine nicht identisch verschwindende, symmetrische, konvexe Funktion @
von R in R {0} mit @(0) — 0 heiBBt Youngsche Funktion. (Der Fall

(0 fir s=0

P(s) — {oo fir s =+0

sel ausgeschlossen).
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70 KOSMOL

Mit @ is auch die Funktion

¥(r) = sup(| r! s - D(s)) h
50

eine Youngsche Funktion. @ und ¥ werden zueinander komplementir
genannt.
Aus (1) folgt die Youngsche Ungleichung

S - F <l @(S) -+ llU(r) (2)

Hierbei gilt die Gleichheit genau dann, wenn s = ¥(r) oder r — @'(s)
ist. @ und ¥’ bedeuten fiir s == 0 die rechtsseitigen Ableitungen von @ und
Y, die immer existieren und nichtabnehmende, rechtsseitig stetige Funktionen
sind; gilt dabei fir s > 0 lim,,+ @(r) = oo, so setzt man @'(s) = oo. Fiir
s < 0 wird @'(s) = —D'(—s) (bzw. P'(s) = —W'(—s)) gesetzt. Es gilt

o8]
D(s) = D'(r)dr.
]

Umgekehrt, jede nichtabnehmende, nichtnegative Funktion p(s) (nicht
identisch Null) definiert durch

)= [ ptrydr 3)

eine Youngsche Funktion.
Sind @' und ¥’ stetig, so sind @ und ¥, im gewdhnlichen Sinne, zuein-
ander inverse Funktionen (s. [14, S. 76])

Ist @ endlich, so ist @ stetig (s. [15, S. 68]) 4)

Im weiteren wollen wir folgende Terminologie benutzen:
@ heillt im erweiterten Sinne stetig, wenn @(s) stetig ist fiir
js| < Sy-== sup r und lim @D(s) == w0 (5
P(r)<= 181580~
ist.
Bemerkung. Fiir jede Youngsche Funktion @ gilt lim,,, @(s) = w0, so
dal alle stetigen (das sind also genau die endlichwertigen) Youngschen

Funktionen auch im erweiterten Sinne stetig sind.
D heilit definit, wenn

D(sy) = 0 =5, = 0. )
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Eine Youngsche Funktion @ erfiillt die 4,-Bedingung, wenn eine Konstante
k > 0 existiert. so daB

D(2s) < kD(s) firalles .- 0 (7
gilt; insbesondere sind solche @ auch endlich.
Aquivalent dazu ist, daBl es zu jeder Zahl / ein k(/) > 0 gibt, so daB
D(lsy = k() D(s) fir alle s == 0.
Wir kommen nun zur Definition eines Orliczraumes. Seien @ eine
Youngsche Funktion und (7,2, u) ein Mallraum mit der “finite subset
property” = (F.S.P), d.h. jede Menge mit positivem MaB hat eine Teilmenge

von endlichem positivem Maf.
Fir meBbare Funktionen x auf T definieren wir (die Orlicz-Norm)

| x]ip = sup : f P X -y | du v meBbar und ‘ Y(y)du << 1} ®)
JT < T

und (die Luxemburg-Norm)
| ¥l = inf Yot [ Dlex)ydu < 1,¢ = 0(. (9)
- T

Der Orliczraum L*®(u) ist nun die Menge aller meBbaren Funktionen auf 7,
fitr die || x | << oo ist.

Die Funktionale || - [l und | - |j(4y definieren dquivalente Normen auf
L%(w), und es ist

Pxlie <0 xlle < 27X 1, x € L%(p).

Mit diesen Normen ist L%(u) ein Banachraum.
Weiter seien

L) — gx e Lo(u),: fT O(x) dp < o0,
, (10)
Mo() = |x e Lo : L P(kx) du < o fiir alle k > 0]

und

M?(u) der von den Treppenfunktionen aus L2(w) aufgespannte
abgeschlossene Teilraum von L2(u). (11)

Es gilt M® CIN®, Ist D stetig, dann gilt sogar M® = IM®. Erfilllt @ auBerdem
die 4,-Bedingung (7), dann ist

M® = M® = L® = [ (12)
(s. [8, S. 555-557]).
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Sind @ und ¥ komplementire Youngsche Funktionen, so gilt fiir alle
Paare von Funktionen x € L? und y € LY die Holdersche Ungleichung

H‘ ] sl (13)

Somit definiert jede Funktion y ¢ L% durch
f(x) ‘ Xcrdu
«T

ein stetiges lineares Funktional auf L?. Aus der Youngschen Ungleichung (2)
kann man

L e 21

folgern (s. [4. S. 124]).
Folglich 146t sich L* als ein vollstindiger linearer Teilraum von (L%)*

betrachten, der jedoch verschieden von (L®)* sein kann.
(a) Ist pein o-endliches, nicht-endliches und nicht-atomares Mal, dann ist
LY = (L*)* (topologische Isomorphie) genau dann, wenn @ die 4,-
Bedingung erfiillt.

(b) Ist u hingegen ein endliches nicht-atomares MaB, dann ist LY = (L4)~
(topologische [somorphie) genau dann, wenn die folgende abgeschwichte
4,-Bedingung erfiillt ist: Es existieren s, = 0 und k& > 0, so daB

@ (25) < kD(s) fir s =, und D(sy) = 2 (14)

giit
(s. [6, S. 1468], [4, S. 130]).

1. ExisTENZ, EINDEUTIGKEIT UND DIE CHARAKTERISIERUNG DER BESTEN
APPROXIMATION IN ORLICZRAUMEN

Satz 1. Sei L®(un) ein Orliczraum {pu mir FSP). Dann sind bzgl. der
Luxemburg-Norm folgende Aussagen dquivalent.

(a) Alle abgeschlossenen Teilrdume von L¥(u) sind proximinal.

(b) Alle abgeschlossenen Teilrdume von L¥(u) sind proximinal.

() L? = M®und LY = MY.

(d) L%(u) ist reflexiv.

Ist p o-endlich und nicht-atomar, so ist fir pf(T) = o auch die folgende

Aussage zu (a)~(d) dquivalent:
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(") D und W erfilllen die 4,-Bedingung
und im Falle p(T) << w0

(e") @ und W erfiillen die abgeschwiichte 4,-Bedingung (14).

Beweis. Die Aquivalenz von (c) und (d) hat Rao (s. [8, S. 568]) und
diejenige von (d) und (a) James (s. [9, S. 99]) bewiesen. Aus der Reflexivitdt
des Orliczraumes folgt die Aquivalenz von (a) und (b). Ferner hat Milnes
(s. [6, S. 1468]) die Aquivalenz von (d) und (¢’) bzw. (¢”) bewiesen. Q.E.D.

ZUSATZ. Seien p ein o-endliches und nicht-atomares Maf und D definit.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Alle Teilrdume von L®(u) sind semi-CebySewsch.
(b) Die komplementire Funktion ¥ sowie deren Ableitung W' sind im
erweiterten Sinne stetig.

Beyweis. Nach Milnes und Rao (s. [7, S. 682]) ist (b) genau dann erfiillt,
wenn L®(u) strikt konvex ist. Ein normierter Raum ist jedoch strikt konvex
genau dann (s. [9, S.110]), wenn alle Teilrdume semi-CebySewsch sind.

Bemerkung. Aus der strikten Konvexitit der Youngschen Funktion
folgt die strikte Konvexitit von L?(u) fiir beliebige u mit F.S.P. (s. [7, S. 681]).

Im weiteren werden wir folgende Charakterisierung der besten Approxi-
mation benutzen.

Sa1Z 2. Seien @ und D' stetig, V ein Teilraum von IR®(u) (u mit F.S.P.)
und x, € M\ V. Es ist vy € Py(x,) (bzgl. der Luxemburg—Norm) genau dann,
wWeni

Xo

) b’ - 170 _ o
.’T v (——-——}‘, a— ) du =0 firalleveV.

Beweis. Nach Rao (s. [7, S.674]) ist die Luxemburg-Norm | - li¢p) im
Punkt x, — ¢, schwach differenzierbar, und fir die schwache Ableitung gilt

[0 (2 ) g

% o]
T i
=) =)

Nach dem Satz von Mazur ist x,—t, ein Flachpunkt und die zugehorige
Stiitzhyperebene wird durch das Gateaux-Differential dargestellt, so dal}
nach 1. Singer (s. [9, S. 23]) die Behauptung folgt. Q.E.D.

g(xg — vy, X) =
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BEMERKUNG  Ist D stetig, dann ist die komplementire Funktion ¥ genau
dann stetig, wenn

lip}q D'(s5) = .

Beweirs.  Istlimg,, @'(s) == « < oo dann folgt fir s - 0 aus der Integral-
darstellung fiir @

also fir r. » «x

= C.

Y(ry=sup!r|-s— D(s))
520
Ist lim, ,, @'(s) = oo, dann gibt es zu jedem r - 0 sein s, mit @'(s,) = r.
So ist fiir s = 5,
Fs — ’ D'(t)ydt = rsy + r(s — 55) — ‘ ) D(t)dr — ' D'(t)dr = sy — D(sy)
Yo 0 * Sy
also
Y(ry < « fiir alle r = 0.

Nach (4) is ¥(r) stetig. Q.E.D.

Somit definiert die Integraldarstellung (3) fiir jede nicht-negative, nicht-
abnehmende, beschrinkte Funktion p eine stetige Youngsche Funktion @,
deren komplementidre Funktion ¥ unstetig ist.

2. DAS NULLSTELLENVERHALTEN DER FEHLERFUNKTION BEI
ENDLICHDIMENSIONALER  APPROXIMATION DER STETIGEN FUNKTIONEN 1IN
ORLICZRAUMEN

Im weiteren sei p ein Lebesgue—Sticltjes Mab, das durch eine streng
wachsende und beschriankte Funktion auf [a, b] bestimmt ist. Da aus der
gleichmiBigen Konvergenz auf [a, b] die L®(n)-Konvergenz folgt, gilt

Cla, 5] C M?(w) C L2(w).

Fiir die sup-Norm werden wir die Bezeichnung |} - |, benutzen.

LEMMA 1. Sei @ eine stetige Youngsche Funktion,

x € MP(w) und [ x il > 0.
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Dann ist

Lol ) de =

Beweis. Da @ stetig, gilt M? = M®,
Durch Betrachtung der stetigen Funktion & — [ @(x/k) erhilt man damit
das gewlinschte Ergebnis. Q.E.D.

Insbesondere wird also das Infimum in der Definition der Luxemburg—
Norm angenommen.

Satz 3. Seien @ und D' stetig, V ein n-dimensionaler Haarscher Teilraum
von Cla, bl, x € Cla, b)\V C L®(u) und vy € Py(x) (beziiglich der Luxemburg—
Norm in L2(n)). Dann hat x — vy im Intervall [a, b] mindestens n Nullstellen
mit Vorzeichenwechsel.

Beweis. Nach Satz 2 ist v, € Pp(x) (beziiglich der Luxemburg-Norm)
genau dann, wenn
X — 1 B . i
Ja vd (]\x — l‘oH) du =0 firalleve V
gilt.
Nehmen wir an, daBl x — p, nur an & << n Stellen im Intervall [a, b] das
Vorzeichen wechselt.
Dann kann man (s. [13, S. 64}) 0 = ¢, € V finden, so daB fur alle ¢ € [a, b]

vi(0) sign(x(r) — vy(1)) = 0

ist. Da aber

Xx—1,=0 und & (EL") ) (weil jb @ (Li-”“—) du = 1 ist)

X — ol 1x — 2]

gilt, erhalten wir (unter Beachtung der Voraussetzungen iiber w)

b’ ’ X‘—UO L 0 . . ’ [X—MUOI -
J, 0 () de = ] wsient = o 0 (= ) de -0
und damit einen Widerspruch. Q.E.D.

Der Orliczraum L, erfiillt die Voraussetzungen von Satz 3 nicht (weil die
rechtsseitige Ableitung @’ hier nicht stetig ist). Fiir den Raum L gilt jedoch
nach Jackson eine Alternative (s. [2, S.326]), die durch den folgenden Satz
verallgemeinert wird. (Dabei sei bemerkt, daf es Funktionen @ gibt, die die
Voraussetzungen vom Satz 3, nicht aber die vom Satz 4 erfiillen, z.B.
D(s)y =elsl — | 5] — 1)
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Sa1z 4. Seien D eine Youngsche Funktion, die die d,-Bedingung erfilllt,
Lo € Pi(x) (beziiglich der Luxemburg -Norm) und 17 ein n-dimensionaler
Haarscher Teilraum. Dann hat x — v, mindestens n Nullstelien mit Vorzeichen-
wechsel oder das Maf der Menge der Nullstellen von x - v, is positir.

Beweis (indirekt). Sei Z die Menge der Nullstellen von x - r,. Hat
X — r, nur & Nullstellen mit Vorzeichenwechsel, etwa 1, . 7, ... 1, {k T n), so
kann man (3. [13, S. 64]) ein 0 = ¢, € V/ finden, so dal3

sign ¢,(t) == sign(x(t) — r4(t)) fir alle t = [a. b] 7 (1)

gilt.

Ist auch p(Z) = 0, so folgt aus der Regularitit des Mafles p. dal man zu
jedem € - O eine offene Menge B C [q, b] mit ;(B) <7 € und B D Z finden
kann. Sei B, C [a, b] eine offene Menge mit

B,OZ und 0 < u(By) < plla. bj).
Das Komplement A, von B, in [a, b] ist dann abgeschlossen. Seien

red

o min () - 0 und S = sup {7} 0.
158,

Die Youngsche Funktion @ erfiillt nach Voraussetzung die 2,-Bedingung,
man kann also eine Konstante & = 0 finden, so dal

D (g s) < kD(s) fir alles -0 (2)

gilt.
Nun wihlen wir ein 0 << e < u(A4,)/k und ferner eine offene Menge B, ,
die in B, enthalten ist und fiir die B, D Z und w(B,) - € gilt. Set A, das

Komplement von B, in [a, ). Aus der 4,-Bedingung folgt, dall @ definit ist,
und so gilt wegen (2) fir alle A > 0

o) [ () = ms @ (3) < wm ko5

. r ; 7 U 3 U
p(Ay) - @ (%) = JA.. D (- ) -lA.) @ {j{ J “A, o (‘L)\’L)
(3)
Fiir ein geniigend kleines A, > O ist

0 < A lloyfl. < min | x(r) — zy(t) .
red,

Esistcy: = 1 x ~— vyliey = 0, da andernfalls x € V" und somit Z == {a, b].
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Dann gilt, wegen (1), fir 1 € 4,
x(t) — — uylt) — 0L,(t)
0 .
L e ey =yl (1/¢) e~ (/e [agy

= ’ D'(s)ds < [ D'(s)ds — ‘ D'(s) ds
Yo Jo

Ya

(r(t) 0(1)) (_A_@t_);)

Co

und fur f € B,

(’C(t)_ volt) — th(’)) @ (_\:(iibmo(t_)) P (_z\gb_l_(t_)))

AN

Ca Co Cy
Nach (3) und Lemma | ist damit
Aotyy X—vg = Mgy o X0y = Aty
R e e e e R A

b

, ‘ @ (x ; {9) _ J'Al ) (_’\210_1) -

)

2 ()

g, N g
A A
;,17_;/41@(5%1—) . «p( S RS

Lemma 1 wieder angewandt. ergibt
X — g — My o) < Uiy — 2 liey -

Die Annahme, dafl x — ¢, weniger als # Nullstellen mit Vorzeichenwechsel
hat und p(z) = 0 ist, fihrt zum Widerspruch, weil ¢, € P,(x) vorausgesetzt
wurde. Q.E.D.

Verzichtet man noch auf die 4,-Bedingung, so erhilt man im Falle der
Approximation mit Polynomen den folgenden

SATZ 5. Sei @ definit und stetig, V' der Raum der Polynome hiochstens
(n — 1)-ten Grades, und sei vy Py(x). (Luxemburg~Norm) Dann hat x — ¢,
mindestens n Nullstellen.
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Beweis. Angenommen «x — r, hat nur [/ < u# Nullstellen. Seien
ty <<ty <7 -+ < t, die Nullstellen, in denen x -, das Vorzeichen wechselt,
und sei N die Menge der restlichen Nullstellen von x — ¢, . Dann gibt es ein
Polynom vy(t) == (1 — )/ Hfl (r— ;) (x = @) vom Grade ~-n — 1, das in
den Intervallen [z, , t,_,] seine Betragsmaxima nicht in den Punkten aus N
annimmt.

Man kann nun eine disjunkte Zerlegung von [a, b] in Intervalle 4, und B,
angeben derart, dal3

(1) | 4,] > | B, ; und A, abgeschlossen
(2) minge | 2)(1)] = SUpgep | vy(1)]

(3) es existiert ein € >> 0 mit

x(2) — vo(t) | =€ | 1y(2) | firallerel 4,.

Sei ¢ := || x — g |l(ey . Dann ist wie im Beweis von Satz 4

| = |b (‘_ t l'o‘) » LSAS o (x —; 1:0)

sl ()] e

s CAs B, ¢
R o P N A el Rl
g,’gs(p( c ) J,, Qj( ¢ )’
da @ definit ist. Das ist ein Widerspruch zu v, € Py(x). Q.E.D.

3. EINE VERALLGEMEINERUNG EINES SATZES VON JACKSON AUF ORLICZRAUME

Im AnschluB3 an Satz 1 hatten wir festgestellt, dal3 die besten Approxi-
mationen in einem Orliczraum L? (@ definit) genau dann fiir alle Teilriume
eindeutig sind, falls ¥ und ¥ im erweiterten Sinne stetig sind, Bedingungen,
die z.B. fiir L, nicht erfiillt sind. Hier gilt jedoch die Eindeutigkeitsaussage
noch fir Haarsche Teilriume nach einem Satz von Jackson (s. [2, S. 322;
und 1, S. 219]), der ein Spezialfall des folgenden Satzes ist (i wie in §2):

SATZ 6. Seien @ eine definite, sietige Youngsche Funktion, die die A4,-
Bedingung erfiillt oder deren rechtsseitice Ableitung @' stetig ist, und
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V ein n-dimensionaler Haarscher Teilraum. Dann besitzt jede Funktion
x € Cla, b1\V C L®() eine eindeutig bestimmte, beste L®(u)-Approximation
beziiglich V (in der Luxemburg—Norm).

Beweis. Habe x zwei beste Approximationen ¢, und r,, dann ist
ry = (1/2)(r; 4- vy) auch eine beste Approximation, d.h. es gilt

L=l = X = e = X = 6 0.

Nach Lemma 1 folgt

[lotm-gelom-ro (a0 o
Aus
o (L) = o (SR <o (P e ()
folgt wegen (1) und den Voraussetzungen iiber u
e Rl LT BN

Nach den Sétzen 3 und 4 hat x — ¢, mindestens » Nullstellen. @ is definit,
also haben wegen (2) die Funktionen x — ¢y, x — ¢ und somit auch ¢, — v,
mindestens dieselben n Nullstellen. Da V' ein Haarscher Teilraum ist, folgt

vy . Q.E.D.

Bemerkung. Statt in der Orlicz- oder Luxemburg-Norm zu approxi-
mieren, liegt es im Falle stetiger Youngscher Funktionen @ nahe, Approxi-
mationen bzgl. des Modulars

M(x —y) = f Dlx — y) du

zu betrachten. Mit den hier verwendeten Methoden kann man die Sdtze 4
bis 6 (bei Satz 6 soll @ die 4,-Bedingung erfiillen) auf die modulare Approxi-
mation iibertragen. Im Falle zweimal stetig differenzierbarer Youngscher
Funktionen (d.i. unabhingig von der 4,-Bedingung) haben Walsh und
Motzkin [12] verwandte Ergebnisse erhalten.

4. ABSCHATZUNG DES n-TEN FEHLERS IN DER L%(u) APPROXIMATION
Mit den Sidtzen iiber das Nulistellenverhalten der Fehlerfunktion 148t sich

die folgende Aussage beweisen, die im Falle L” gerade den bekannten
Bernsteinschen Satz (s. [5, S.77]) ergiibe (1 wie in §2).
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Satz 7. Sei @ eine stetige Youngsche Funktion. die definit oder deren
rechisseitige Ableitung @' stetig ist. Die Funktionen x.y e Cla, b] mdgen in
[a. b] Ableitungen bis zur Ordnung (n - 1) besitzen. Fiir die {n - |)-ten
Ableitungen xU ynd y@ D gelte

Pxteny) <y ) o firalle 1= a. b).
Dann besteht die Ungleichung
£ < E2())

wobei E\P(z) = min, 'z — p, lw) den n-ten Fehler der Approximation in
L¥(u) (beziiglich der Luxemburg—Norm) mit Polynomen bis zum Grade n
bedeutet.

Fiir Lo s, [11, S. 477]).

Zum Beweis benétigen wir das

LEMMA 2. Die Funktionen x,y < Cla, b] ‘mégen in |a, b] Ableitungen bis
zur Ordnung (n -+ 1) besitzen und fiir die (n - 1)-ten Ableitungen x'* ' und
pirh) gelte

Cx <y (Y flir alle t = {a. ). {*)

Dann besteht die Ungleichung
Pau()] << L got) fiir alle t € [a. b].
wobei g, — x — x, und g, == y — vy, die Reste der Interpolationspolynome
x, und y, zu x bzw. y fiir dieselben Interpolationsknoten bedeuten.
Beweis (nach Tsenov [11, S. 473]). Die Hilfsfunktion

! X(’) — XnU)s \(3) - .\',Z(S) |

O 3) = ), 2(8) = ko)

hat in s = te[a, b] und in den (i -+ 1) Interpolationsknoten Nullstellen.
Also findet man ein s, € [a, b] in dem die (n - 1)-te Ableitung

x(1) — x,(t), x0T (e) |

L{n+1) _
z (S) = vV(t) 7__ }"'n(f)a .V(n#fl)(s)

gleich Null ist, d.h.
X" (sy) Go(1) = p(sg) g1(0),

und aus (*) folgt die Behauptung. Q.E.D.
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Beweis des Satzes. Es gibt Polynome p, und p, vom Grad < n, so daf
Lx = i le — B
und
Ly =Pl = E(p).
Nach den Sitzen 3 und 5 hat die Funktion
Y = P2

mindestens (n - 1) Nullstellen.

Wihlen wir aus diesen Nullstellen (n — 1) als Interpolationsknoten und
bezeichnen wir mit p das dazugehorige Interpolationspolynom zu x, dann
ist nach dem Lemma 2

Fx(1) — p(t)] =< | p(t) — ps(t)) fur alle r € [a, b],
also auch wegen der Monotonie der Norm | - [l
EQM) =[x =pler <X —pla <5 —polw = E2())

Q.E.D.

So wie bei der CebySew Approximation (s. [5. S. 78]) liefert jetzt der
Satz 7 eine Abschdtzung des n-ten Fehlers in der L®(u) Approximation:

Zusatz. Seien @ und p wie im Satz 7. Besitzt die Funktion x im Intervall
{a. b] eine (n 4 1)-te Ableitung x"+1, die entweder der Ungleichung

0 <o x0(t) <L B fiir alle t < [a, b] (n
oder der Ungleichung
0 =l o <X —xUt(e) < B fiiralle 1 € [a, b] (2)
geniigt, dann ist

aEncb(tn;l) _ BE’("’di)([n%—l)
(n+ ! S oD

Gilr anstelle von (1) oder (2) nur die Ungleichuig

< E¥)

‘ xn H)([)l 5\;: Vs
so folgt

yET(;p)(tn-H)
(n-+ 1~

EP(x) <

640/8/1-7
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Der Beweis ergibt sich durch Anwendung von Satz 7 auf die Funktionen
x(t) und (" (n |- )N,

Beispiele

(1) Im Falle La, b] (u wie in §2) bestimmt das Schmidtsche Ortho-
normalisierungsverfahren aus den Polynomen ein orthonormiertes System
(eindeutig). Bezeichnen wir mit «,., den filhrenden Koeffizienten (positiv
gesetzt) des Polynoms vom Grad (# -~ 1), so ist

EZ(t" ) = 1a,,, .
(2) Fiir das Lebesgue-MaB und das Intervall [—1, 4 1] haben die Cebysew-
Polynome 11. Art
I sin{(n = 1) arc cost)

Pﬂ(f) T - -
271 \/l . l«‘.’.

unter allen Polynomen mit fithrenden Koeffizienten | in £, den kleinsten
Abstand von Null. Es ist

= 50
{s. [10, S. 71Y)).

Zur Berechnung der besten L2(u)-Approximation p, = 3, a,t* (@ und @&’
stetig) von +"*! mit Polynomen vom Grad < n liefert der Satz 2 folgendes
Gleichungssystem

"b @’ (‘ D XY E ;) sign (t“" =) a,tz) tFdu =0 (k=0,1,..,n)

va L) i=0

und

"o (1 Shaarty

a11+1

v

Allgemeiner: Ist @ und @' stetig, x e W?(u) und V ein a-dimenstonaler
Teilraum von 9M®(w) mit der Basis ¢4, ¢y ...., ¢, , dann kann nach Satz 2 und
Lemma 1 die beste L%u)-Approximation v = ¥, ; a;t; von x beziiglich ¥
in der Luxemburg-Norm aus folgendem Gleichungssystem ermittelt werden:

L@’ ()“;zn—‘fb—) tedp =0 (k= 1,2,..,n)

any1
und

fiir L? (s. [13, S. 39]).
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